CLASA a 10-a

1. Fie f : C — C o functie cu proprietatea |f(z) + f(y) + f(2)| < |f(z +y + 2)|, oricare ar
fi x,y,z € C. Aratati ca f(x) + f(y) = f(x + y), oricare ar fi z,y € C.

George Stoica, Canada
Solutie. Avem 3[f(0)] < |f(0)], deci f(0) = 0si [f(z) + f(—2)| < [f(0)] =0, deci f(—z) =

—f(x), oricare ar fi & € C. ..o 3p
Deducem |f(z) + f(y) — fle +y)| = |f(x) + fy) + f(—z —y)| < [f(@+y—2—y)| =0, de
unde ConCIUZIA. .. ... 4p

2. Determinati functiile crescatoare f : Z — 7Z care au proprietatea f(f(n))+ f(n) = 2n+3,
oricare ar fi n € Z.

Solutie. Aratam ca f(n) =n+ 1,Vn € Z ... oo 1p
Daca presupunem f(n) < n pentru un anumit n, atunci f(f(n)) < f(n) < n, ceea ce duce
la f(f(n)) 4+ f(n) < 2n — contradictie, deci f(n) >2n+1,Yn €Z...........cocoiiiiiii... 3p

Daca presupunem f(n) > n+ 2 pentru un anumit n, atunci f(f(n)) > f(n+2) > n+3, deci
f(f(n)) + f(n) = 2n+ 5 — contradictie. Ramane astfel f(n) =n+1,Vn €

V1T + 297 + /17 — /297 — 1
3

este solutie a ecuatiei % + 1 = 2v/22 — 1.
FEugen Radu, Bucurest:

3. Aratati ca

Solutie. Daca luam f : [0,00) — [1/2,00), f(z) = (z* + 1)/2, atunci ecuatia se poate scrie

f(x) = f~1(x) si are printre solutii si pe cele ale ecuatiei f(z) =o...........c.oooviii.... 2p
Ultima ecuatie este z* — 2+ 1= (x —1)(z® + 2+ 2 — 1) ..o 2p
Ardtam cd numarul dat o anuleaza cel de-al doilea factor. Observam ca (3a+ 1) = 34 +

3v/17 +V2973/17 — /297( 3a+1) deci (3a+1)? = 344 3¢/—8(3a+1), de unde 270 + 2702 +

9a+1=34—18a—6,sau a® +a? +a =1 ... 0 i 3p

4. Aratati ca, daca sin 2z §i sin 3x sunt numere rationale, atunci sin nx este numar rational,
oricare ar fi numarul natural n.
Mihail Baluna, Bucuresti
Solutie. Din ipoteza rezulta cos4x € Q si cosb6x € Q. Apoi cos2x + cos 6x = 2 cos 2x cos 4w
implica cos 2z € Q sau 2cos4x — 1 = 0; in al doilea caz ar reiegi 4o = +7/3 + 2km, k € Z, deci
3x = +m/4+ 3kmw/2, in contradictie cu sin3z € Q. ... 2p
Mai departe cos 2z — cos4x = 2sin x sin 3x implica sinx € QQ sau sin 3z = 0; in al doilea caz
reiese x = km /3, iar sin 2z € Q duce la k =3I, [ € Z. Astfel, in toate cazurile, sinx € Q... 3p
In plus, din sinx € Q si sin 2z € Q rezulta imediat cosz € Q ............. ... ... ...... 1p
Solutia se finalizeaza acum inductiv, aratand ca sinnz € Q si cosnz € Q,Vn e N....... 1p



